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1. UVODNI ZADACI

1.1. KRIVOLINIJSKI KOORDINATNI SISTEMI

1. U polarnom koordinatnom sistemu! z = pcosy, y = psin ¢ odrediti koordi-
natne linije p = const 1 ¢ = const. . )

Resenje. Sa slike je z = pcosp, y = psing, gde je
OM = p (p > 0) polarni radijus (poteg) tatke M i JzOM = Y M(z,y)
@ (=7 < < 7ili 0 < ¢ < 2m) polarni ugao tacke M. ‘

(p, ) su polarne koordinate. Svakoj tacki M (z,y) u ravni p
odgovara samo jedan par (p,¢) (izuzimajuéi pol O (koordi- Y
natni pocetak) za koji je p = 0, a ¢ proizvoljno). Obrnuto, f) c
svakom paru (p,¢) (p > 0, =7 < ¢ < m) odgovara samo 0 # ' p

jedna tacka u ravni za koju p predstavlja polarni radijus a ¢
polarni ugao.

Na osnovu ove analize: p = const je krug polupre€nika p sa centrom u polu O (ovde
koordinatni pocetak); ¢ =const je poluprava sa poCetnom tatkom u polu O i koja sa
polarnom osom (ovde pozitivan deo z-ose) zaklapa ugao .

2. Napisati jednacine krivih v
1* 2?4 y* =2y 2° (22 +y?)? =2(2? —y?) (Bernoulli-jeva lemniskata)

u polarnim koordinatama.

; B

Resenje. 1° Kako je z = pcos ¢, y = psinyp, imamo 2 +y°

= p°. Stoga iz z° + y® = 2z izlazi

pP=2pcosp = p=2cosp.

Iz p > 0 dobijamo cosp > 0 = ¢ € [—7/2,7/2). 0 z

Prema tome, trazena jednacina je

p=2cosp, ¢€[-n/2,7/2].

2° Neka je k : (2% +y?)? = 2(z? — y?). Ako
tatka M(z,y) € k, onda 1 tacke Mi(z,—y) € k v
1 Ma(—z,y) € k, tj. kriva je simetri¢na u odno-
su na z-osu i y-osu (osna simetrija), kao i tatka
Ms(—z,—y) € k, tj. kriva je centralno sirue-
tricna u odnosu na koordinatni pocetak. Grafik ~v2 /2
krive k pripada u ravni oblasti z? —y? >0, tj. o x
|z > [yl
Kriva sece z-osu u tatkama z = :tﬁ, z=0. y=—-x

1D . : . - 1mQE S1t et . ss
!Polarne koordinate uveo je Ojler (Leonhard Euler (1707-1785)), veliki Svajcarski matematicar
u svom delu Introductio in Analysin infinitorum (1748).
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Ako uvedemo polarne koordinate, dobijamo p = /2 cos 2¢. PoSto mora biti ispunjen
uslov cos2¢ > 0, imamo -

—m)2 < 20 < 7/2V 312 < 29 < 51/2, ti. ¢ € [~m/4,7/4] U [37/4, 57 /4).

NaAPOMENA. Kao §to krivu u Dekartovom koordinatnom sistemu mozemo zadavati u
obliku y = f(z) (ili F(z,y) = 0), isto tako u polarnom koordinatnom sistemu mozemo
zadavati krivu jedna¢inom p = f(p) (ili F(p,¢) = 0), kao §to je bilo u slucaju p = 2 cos ¢.
3. U cilindri¢nom koordinatnom sistemu, £ = pcosy, y = psing, z = z, odrediti
1° koordinatne povrsi: a) p = const;b) ¢ = const,c) z = const;
2° koordinatne linije: a) p = const, ¢ =const; b) p = const, z =const;
¢) z =const, ¢ = const.

Resenje. Uvedimo sledeée oznake: OM' = p (p > 0), 2
A2OM' = ¢ (—7 < p < 7ili0 < ¢ < 2n), MM' = Iy
z (o0 < z < +00). Trojka (p, ¢, z) naziva se cilindri¢ne
koordinate (ili polarno cilindri¢ne). Sada je
z
T = pCcosy, y=psing, z =z,

. o\ P y
pa je:

1° a) p =const je kruzna cilindri¢na povr§ sa z-osom M

. . . z
kao osovinom 1 polupre¢nikom kruga p;

b) » = const je poluravan sa rubnom pravom z-osom koja sa koordinatnom ravni Ozz
(y = 0) obrazuje ugao ;

c) z = const je ravan koja je paralelna koordinatnoj ravni Ozy (z = 0) na odstojanju

0

2° a) p =const, ¢ =const je koordinatna linija koja nastaje presekom koordinatnih
povrsi p =const 1 ¢ = const. Dakle, to je prava paralelna z-osi;
b) krug koji pripada ravni paralelnoj ravni z = 0, poluprecnika p i ¢iji je centar na
2-0sl; ;

c) poluprava paralelna ravni z = 0 &ja je pocetna tacka na z-osi.

4. U sfernom koordinatnom sistemu & = pcosgcosf, y = psinpcosé, z = psinf
odrediti ’

1° koordinatne povrdi: a) p =const b) p =const; ¢) 6 = const; ‘
2° Koordinatne linije: a) p =const ¢ =const; b) ¢ = const; 8 = const;
¢) p =const @ = const.
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Resenje. Neka je OM = p (p > 0) radijus vektor (ili poteg)

tacke M, 4zO0M = ¢ (-7 < ¢ < @ili0 < ¢ < 27), » M
JM'OM = 0 (—n/2 < 8 < 7w/2). Trojka (p, p,0) naziva
se sferne koordinate.
Sa slike je z = M'M = psind, OM' = pcosf, a kako ?
je z = OM'cosyp,y = OM'sinyp, dobijamo vezu izmedu —z,
Dekartovih i sfernih koordinata:
" A{/

T =pcospcost, y = psinpcosh, z = psind. %

1° a) p = const je sfera polupre¢nika p sa centrom u koordinatnom pocetku,

b) ¢ = const je poluravan sa rubnom pravom z-osom (isto kao kod cilndri¢nih koordi-
nata); ;

c) @ =const je kruzna kupasta povrs sa vrhom u koordinatnom potetku. Za 0 < ¢ <
7/2 povrs je iznad ravni z = 0; za —7/2 < 6 < 0 povrs je ispod ravni z = 0; za § = 7/2
pozitivan deo z-ose; za § = —m/2 negativan deo z-ose;

2° a) veliki polukrugovi sa krajnjim tackama na z-osi;

b) poluprave sa potetnom tatkom u koordinatnom pocetku,

c) krugovi sa centrom na z-osi i koji se nalaze u ravni koja je paralelna ravni z = 0.

5. Napisati jednatine povrsi
1° 224 9y?+22=22 (sfera); 2° z=1 (ravan)
u sfernim koordinatama.
Resenje. Kako je kod sfernih koordinata z* +y* + 22 = p* i
z = psinf, imamo z® +y* +2° =22 = p® = 2psin 6, odakle
je

(1) p=2sinf.

Posto je p > 0, imamo sinf > 0, pa dobijamo 6 € [0,7/2].
Kako jednatina sfere (1) ne sadrzi promenljivu ¢, mozemo
uzeti da je p € [0, 27). Konac¢no nalazimo

p=2sin6, p €[0,2m), 8 € [0,7/2],

§to odgovara geometrijskoj predstavi (videti sliku).
-2° Kako je z = pcos ¢ cosf, imamo
1

z=1= pcospcosf =1 = p= ———.
cos pcosf
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1.2. POVRSI DRUGOG REDA

6. Odrediti centar i poluprecnik sfere
1° 22 +y2+22-20+2y—42=3;
90 g? +y? + z2 — 4y = 0 (skicirati ovu sferu).

Rezultat. 1° (z—1)2+(y+1)>+ (2~ 2)? =9, centar
(1,-1,2), poluprecnik 3;

2° z2+(y—2)2+2* = 4, centar (0,2,0), poluprecnik
2. Sfera je prikazana na slicl.

7. U odnosu na Dekartov koordinatni sistem dati geometrijsko tumacenje skupo-

vima tacaka:

1 {0y, 2) ety b2t =12, 22 0 U{(z,y,2) sa? +y 7%z =0k

2 {(@,y,2) 22 +y?+22 > R U{(my,2): @ +y2 + 27 277}

Rezultat. 1° Zatvorena gornja polusfera.

2° Ako je r < R, loptin sloj, r = R sfera, r > I prazan skup.

8. Skicirati povrsi drugog reda:

1° = + % + = = (elipsoid).
ot gt 2 . L. :
2 = + ol 1 (jednograni hiperboloid).
B : - .
B =~ + 5= 1 (jednograni hiperboloid).
. B B . g
4 = tE TS -1 (dvograni hiperboloid).
. B W 22 i .
5 ~— @ + 5= -1 (dvograni hiperboloid).
B o x?  y? i ars ;
2 = . + 7 (p,q > 0) (elipticki paraboloid).
. iz " g
70 y= 1 +3 (elipticki paraboloid).
. 2 s .
8 z=1- CRE) (elipticki paraboloid).
2yl
9° 2z = 5 =5 (p,q > 0) (hiperbolitki paraboloid (sedlasta povrs)).
2 2 2
10° %:%+% (elipticki konus).
11° (z-1)%=z°+ y? (kruzni konus sa vrhom u tacki (0,0,1)).
2 2
5 & F

12° (y—-1)= 5 + = (elipticki konus sa vrhom u tacki (0, 1,0)).



1. Uvodni zadaci

[N

2
£ Z_Q =1 (elipticki cilindar).

14° z=y*>  (parabolicki cilindar).

13°

Rl 8

N

1.3. TRANSFORMACIJA OBLASTI

9. Transformacijom = = pcos , Yy = psinp preslikati oblasti u ravni:

1° D; = {(z,y) : 22 + y* < 2z};

2° Dy={(z,y) 122 <a® +3y> <4,2>0,y >0}
3° Dz ={(z,y): 2z < 2% +y? <4z, y < 0},

4° Dy={(z,y): 22 <z®+ 32, 2> +y? < 2y, 2 > 0}.

Resenje. 1° Oblast D; : 2% +¢y? < 2z = (z-1)24+y%2<1
Srafirana je na slici. Jednacina kruga z*+y% = 2z u polarnim
koordinatama je p = 2 cos . Sada mozemo da zakljucimo da
je
—m/2<p<7/2, 0<p<2cosp.
Prema tome, oblast D; se preslikava na oblast
Gr={(p,p): —7/2< @ <m/2,0 < p < 2cosp}

u ravni Opep.

2° Oblast Dy : 1< (z—1)2 4 4%, 2+ 42 < 4,2 >0,y > 0
rafirana je na slici.

Jednatine krugova 22 + y? = 2z i 2% + yi=4u polarnim
koordinatama su p = 2cos¢ i p =2, paje

0<p<7/2, 2cosp < p< 2
Prema tome, oblast D, se preslikava na oblast
Gy ={(p,9) : 0 < p<7/2, 2cosp < p < 2.

Rezultat.
3° Ga={p,p): =m/2< p <0, 2cosp < p < 4cos p}.
4 Gi={p,p) 1[4 <9 <7/2, 2cos9 < p < 2sinp}.

p=2cosyp
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2. FUNKCIJE VISE PROMENLJIVIH

2.1. OPSTE OSOBINE FUNKCIJA

1. Odrediti oblast definisanosti sledeéih funkcija:

19 2=+/1—22 — 42, 2° z=22 42, 3° z =[x+ 2,
sin(z® +y?), 5° Z:\/SDZ—4+1, 6° z=1z+/z? +y2 - 1.
Yy

Skicirati grafike funkcija pod tatkama 1°, 2°, 3°.

Resenje. 1° Neka je z = f(z,y) = /1 — 22 — y2 i poéto z € R, fada mora biti ispunjen
uslov 1 — z? — y* > 0, pa je stoga oblast definisanosti funkcije f skup

D(f) = {(z,y) e R* : 2’ + 4> <1}.
Da bismo skicirali grafik funkcije z = /1 — x2 — y2, svakoj tatki (z,y) € D(f) pri-
druzimo tacku (z,y,2z) € R®, gde je 2 = 3/1 — 2% — y2. Na taj nacin dobijamo skup
I = {(z,y,2) € R’ : 2 = /T—22—42, (z,9) € D(f)} koji predstavlja grafik date

funkcije, prikazan na Slici 1. )
S obzirom da je z > 0, kvadriranjem jednadine kojom je definisana funkcija, dobijamo

12+y2+z2:1, z 20,

- pa je grafik gornja polusfera jedini¢ne sfere sa centrom u koordinatnom pocetku.

z

Slika 1. Slika 2.

NAPOMENA. U opétem slucaju ako je data funkcija z = f(z,y), njen grafik je skup

L ={(,5,2) €R*: (z,9) € F(f), 2 = f(z,9))},

L

§to predstavlja povrs u R® (videti Sliku 2).
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2° Oblast definisanosti je D(f) = R?. Grafik funkcije je obrtni paraboloid z = z° + y?,
prikazan na $lici;

N

3° Oblast definisanosti je D(f) = R?. Grafik funkcije je deo konusne povrsi z° =

z? +y?, z > 0, prikazan na fliciv

3° Funkcija je definisana ako je sin(z? + y%) > 0, tj. kada je
2kr <z’ 4+ < @k+Dr  (k=0,1,2,...),
pa je oblast definisanosti skup
+oo

D(f) = U Dy, gde je Dy = {(z,y) € R? : 2kn < 2® + ¢y* < (2k + 1)7}.
k=0

Moze se dokazati da je D(f) zatvoren, neogranicen i nepovezan skup u R?.

5° Ovde je D(f) = {(z,y) € R? : |z| > 2, y # 0}. Skup D(f) je neogranicen, nepovezan
a nije ni otvoren ni zatvoren.

Funkcije u primerima 1° — 4° su simetriéne u odnosu na nezavisne promenljive z i y,
tj. ispunjen je uslov f(z,y) = f(y, z).

2. Odrediti oblast definisanosti sledeéih funkcija:
1° u=lIn(zyz); 2° uw=In(1-2%-9y%-22%);
3° u=z+ T+ 7 4° y = arcsinz + arcsiny + arcsin z.

Resenje. 1° Funkcija je definisana pod uslovom zyz > 0. Ovaj uslov je ispunjen ako je
(z2>0,y>0,2>0)V(z<0,y<0,2>0)V(z<0,y>0,2<0)V(z>0,y<0,z<0).

Dakle, funkcija je definisana u I, ITII, VI i VIII oktantu.

NaPOMENA. Koordinatne ravni z = 0,y = 0,z = 0 dele prostor R® na osam disjunktnih
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delova koje nazivamo oktantima.

1 oktan‘c‘je {z,y,2) € R*:z>0,9>02>0}

II oktant je {z,y,2) €R® 1z <0,y >0,z > 0};
111 oktant je {z,y,2) € R¥: 2 <0,y <0,z>0}
IV oktant je {z,y,2) € R®:z2>0,y<0,2>0}
V oktant je {z,y,z) € R¥*:2>0,y>0z2<0}
VI oktant je {z,y,2) € R*:z<0,y>0,2<0}
VII oktant je {z,y,2) € R®:2<0,y<0,2z<0}
VIII oktant je {z,y,2) € R®:z>0,y<0,2z<0}

2° D(f) = {(z,y,2) € R® : z? + y? + 22 < 1}, otvorena jedini¢na kugla sa ce
koordinatnom pocetku.

ntrom u

3° D(f) = {(z,vy,2) € R3:z >0,y >0,z > 0}, I oktant sa svojim rubnim tackama.

4° D(f) = {(z,y,2) € R®: |z| < 1,]y| < 1,|2| < 1}, kocka ograni¢ena ravnima
y = £1, z = £1, ukljucujudi i rubne tacke kocke. -

r = %1,

Primetimo da su funkcije u primerima 1° — 4° simetri¢ne u odnosu na svoje nezavisne

promenljive z,y, z, tj. ispunjeni su uslovi flz,y,2) = %(m,z,y) =..- = f(z,y,z).
/

3. Data je funkdija f(z,y) = ——2— . Nadi f(~3,4)i £(1, ¥).
z? + y? T

Resenje. Imamo

4. Odrediti funkcije f i g iz uslova
1° gly,z)=s+y+flz—y), ¢(z0)=2%
2 glz,y) =i+ (Ve-1), gzl)=z (20,520
Resenje. 1° Posle zamene y = 0 imamo g(z,0) = z + f(z). Posto je g(z,0)
jednakosti = + f(z) = 22 nalazimo f(z) = z* — z, odakle je
2

g(z,y) =w+y+(z‘—y)2 —(z—y), ti- glz,y) =2y+(z—y)

2° Rezultat. f(t) =t>+2t, glz,y)=y+z-1

= z? iz
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2.2. NEPREKIDNOST I DIFERENCIJABILNOST FUNKCIJA

1. Nadi = fim Y T @17 +4-2
: Rt —1P
y—1

Resenje. Uvedimo funkciju

Vet 4+ (y—-1)2+4-2 -

(z,y) = f(z,y) = T 224 (y-1)2

Zadatak je da nademo Mhnl\ll f(M), gde je M (z,y) proizvoljna tacka u zy-ravni, a Mo(0,1).
— Mo

Ako stavimo p = d(M, Mo) = /22 + (y — 1)?, tada je < >
. y 1s g
M—~>Mo<::>,(z—>0iy—>1, /\ 9_?6{'

tj. drugatije redeno, konvergencija po metrici u prostoru R* ekvivalentna je konvergenciji

po koordinatama. Stoga je
Vpr+4-2 _ (\/,02—#—4——2 \/p2+4+2>
Y—— = lim = .
Pl p VP42
PP+4-4 i

1
p—lér(r)l—{-pZ( /p2+4+2) p-}}%)lﬁ- /p2+4+2 4

L= 55, T = i

NapPOMENA. Vidimo da funkcija f u tacki My ima tzv.(it otklonjiv prekid{ pa mozemo ot

da je dodefiniSemo i dobijemo funkciju

o e (@) £ O),
/ (”)‘{ 14 ((o,y) = (0,1)),

koja je neprekidna u tacki (0,1).
2. Ispitati da li je funkcija

2zy
f(x,y):{ rovl ((z,y) # (0,0)),
0 ((z,9) = (0,0),

neprekidna u tacki (0, 0).

ReSenje. Na osnovu definicije neprekidnosti funkcije, y
: s y=kc
treba da proverimo da li je
lim f(z,y) = £(0,0) = 0. M(z,y)
y—0

Ako proizvoljna tactka M(z,y) tezi k{ tacki (0,0) po o
polu%pravoj y = kz (videti sliku), tada imamo \

lim f(x,g'//)(ii_}rn(_{k(m,kz) | \/:p(so) /f\ [L

y—0
— lim 2v-kx 2k
T ao0z?+ k222 1+ k2°
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Dakle, grani¢na vrednost zavisi od pravca po kome se priblizavamo koordinatnom
pocetku. Stoga ta grani¢na vrednost ne postoji, pa je funkcija f prekidna u tatki (0,0).

NAPOMENA 1. Pod pra.\.fcem priblizavanja tacke M (z,y) koordinatnom potetku mozemo

podrazumevati proizvoljnu neprekidnu krivu sa jednacinom (u polarnim koordinatama)

p = plyp) (videti sliku) i osobinom l'Lm = p(po) = 0 (gde o moze biti konatno ili
Yoo

beskonagno. Na primer, p = 2cosy, po = /2 ili p = 7%, po = +00). U slutaju da
postoji lim f(z,y), to znali da ova granitna vrednost ima istu vrednost ma kojim se
z—0

y—0

pravcem tatka M (z,y) priblizavala koordinatnom pocetku (0, 0).

NAPOMENA 2. Da je funkcija prekidna u tacki (0,0) moglo se utvrditi ako uocimo nizove
5 ! 1 l . " l _2_ _ / . "

tacaka Mn<5, n) 1 M, <n’ n) (n=1,2,...). Tada M, — (0,0) i M, — (0,0) kada

n — +o00. Kako je

s =5(3,2) =11 (= +oo)£(M;’>(\= #(2,0)=2 5t 4oo),

’
n n

onda na osnovu Heineove definicije neprekidne funkcije zakljucujemo da je f prekidna u
(0,0).

3. Ispitati da li je funkcija

neprekidna u tacki (0,0).

Resenje. Ako uvedemo polarne koordinate z = pcosy, y = psin g, tada je

. ‘ 9 L2 2/\
lim f(z,y) = lim f(pcosyp,psing) = lim ey PR f i
m—)g p—0+ p— 0+ p
Yy
=2 lim pcosgosin%o:O. ‘
p—0+ ¢4 \{/

Poito je £(0,0) = 0, zakljutujemo da je funkcija f neprekidna u tacki (0,0).

Da je funkcija neprekidna u tacki (0,0), moglo se utvrditi sledeCom procenom:

2zy?
z? +y?

|f(z,y) - f(0,0)] = = 2p| cosgasinr‘?gd <2p<e.

v

Prema tome, imarmo

gde je 6(¢) = £/2. Dakle, f je neprekidna u (0,0).

4. Nadi fo(zo,1) (0 < z9 < 1), akoje f(z,y) =2+ (y — 1) arcsin/z/y .

Va2 +y? =p <d(e) Z”jblf(i,y)—f(oyo)l<ﬁ, L) |

0
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: ] !
Resenje. Kako je f(zo,1) = w0, f(zo +jm,1) = zg + ?S:c, na osnovu definicije prvog

parcijalnog izvoda imamo -
. flmo+ Az, 1) — f(zo,1) .. mo+Az—z0 _
felwo 1) = 2%, As =dmTT R

5. Nadi parcijalne izvode prvog reda sledeé¢ih funkcija:

|

1° uw=2z*+y! - 3%, 2° u:xy—kg; R e —
Y bl &

Resenja. 1° Diferenciranjem u po z, smatrajuéi da je y konstantno, dobijamo

Bu . 3
a2 = 4z” — 6zy.

S druge strane, diferenciranjem u po y, smatrajuéi da je z konstantno, nalazimo

ou

a = 4y3 — 3z
27 —aﬁzy%-i, @:az~£.
oz y dy y?
30 g_z = —z(z® +y? + 202, _g% = —y(a? +y? +22) "2,
Ou

O (z? 4?4 52)-32
P 2(z* +y° + 2%)

Primetimo da je funkcija u = u(z,y, z) u primeru 3° simetri¢na u odnosu na promen?jive,
§to znatno olak3ava nalazenje parcijalnih izvoda. |

6. Nadi z,(1,1) 1 z,(1,1) ako je z = In(z + Iny).
Rezultat. z,(1,1) = z,(1,1) = 1.
7. Ispitati da 1i je funkcija

e~ V@) (22 442 > 0),
0 (x? + y2 = 0)

f(z,y) = {

diferencijabilna u tacki (0, 0).

Resenje. Primetimo najpre da je z2 + 3% > 0 < (z,t) # (0,0) i 2> + > = 0 & (z,9)
= (0,0). Da bismo dokazali da je funkcija f diferencijabilna u tacki, dovoljno je dokazati

da se njen totalni prirastaj Af(0,0) = f(Az, Ay) — £(0,0) moze prikazati u obliku
(1) Af(0,0) = £2(0,0)Az + £,(0,0)Ay + pw(p),

gde je p = /Az? + Ayz}i\ lim w(p) =0.
p—+0+
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Izratunajmo fz(0,0). Po definiciji je

(82,0 = 0,0) _ e

f=(0,0) = Alalcrgo Az Alirgo Az

Uvodenjem smene 1/Az = t, za koju t — +00 ako Az — 0, imamo

5 1
— i i o = 1 5 ] PYSYTl
£2(0,0) t—l;lzrhnoo € t—lgtnoo et - t—l}inoo 2tet?

Zbog simetrije funkcije f u odnosu na promenljive, izlazi daje fy (0,0) = 0. Tada jednakost
(1) postaje f(Az,Ay) = pw(p). Kako je

f(Az, Ay) = 6—1/(Am2+Ay2) — e—l/pZ,

-1/p*
dobijamo e~ 1P = pw(p), odnosno w(p) = g . S obzirom da je
e—l/p2
lim w(p) = lim =0,
p—0+ p—0+ p

zakljucujemo da je funkcija diferencijabilna u tacki (0,0).
8. Ispitati da li je funkcija f(z,y) = $/23 + y? diferencijabilna u tacki (0,0).
Resenje. Izratunajmo parcijalne izvode funkcija f u tacki (0,0). Imamo »

(0,0 = b= £(82,0) ~ F(0,0) _ ypy VAz?

Az—0 Az T Az—0 Az

“_71-

Zbog simetrije funkcije f dobijamo f,(0,0) = 1. Ispitajmo da li se totalni prirastaj
Af(0,0) moze prikazati u obliku (1) (videti prethodni zadatak). Tada je

YA+ Ayt = Az + Ay +pw(p) (o= VAzP+Ay?),
pa je _
3/Axd + Ayd — Az — Ay
w(p) = :
Az 4 Ay?
Stavimo Ay = kAz (Az > 0). Imamo da Az — 0+ < p = 0+ i onda je
. . SAGE + AP —NAz—Ay  J1+E-1-k
lim w(p)= lim = .
p—0+ Az—0+ Azx? _Jr_kQA:L-Z /1 +k2
Odavde zaklju¢ujemo da ne postoji 1'1ré)+uu(p)7 §to znadi da funkcija f nije diferencijabilna
p—
u tacki (0,0). ’
Iz ovog primera mozemo zakljuditi da iz egzistencije prvih parcijalnih izvoda u tacki
ne proizilazi da je funkcija diferencijabilna u toj tacki. To nas navodi da postavimo

pitanje: Koje dodatne uslove moraju da zadovolje prvi parcijalni izvodi, da bi funkcija
bila diferencijabilna u tacki?

9. Dokazati sledeéu teoremu (dovoljni uslovi diferecnijabilnosti): Ako funkcija
f(z,y) ima u okolini tacke M (z,y) parcijalne izvode po svakoj promenljivoj T iy 1
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ako su parcijalni izodi neprekidni u tacki M (z,y), tada je funkcija f diferencija.bilna
u tacki M(z,y).

Dokaz. Totalni prirastaj funkcije f(z,y) u tatki M(z,y) mozemo prikazati u Oblik;l
Af(z,y) = f(z+ Az,y + Ay) - f(2,), | |
tj.
1) Af(e,y) = (Fle+ Az,y+ Ay) — flz,y+ Ay) + (f,y + Ay) - f(z.v).
Primenom LAGRANGEove teoreme za funkcije jedne promenljive, imamo
(2)  flz+ Az, y+ Ay) — flz,y+Ay) = Az fo(z + 1Az, y + Ay) (0< 6 <1),
©) flz,y+ Ay) — f(z,y) = Ay~ fy(z,y +6:8y) (0< 62 <1).
Kako su po pretpostavci izvodi fz, fy neprekidne funkcije u tacki M(z,y), tada je

lim fo(z+6:Az,y+AY) = falz,y),  Jim file,y+0:8y) = filz,y).

Ay—0 Ay—0
Stoga je
folz + 618z, y + Dy) = fo(z,y) + 61, fy(z,y+028y) = fu(z,y) + €2,

gde e1 = 0i ez — 0 kada Az — 0 i Ay — 0. Ako ove jednakosti zamenimo u (2) 1 (3), iz
(1) dobijamo ;

(4) ( Af(z,y) = fo(z,y) Az + fy(z,y)Ay +e1bz + €28y,
Neka je sada p = /Az? + Ay?. Posdto je I_Apﬂ <1, %y—i < 1, imamo

1 ; A ' ‘
Lt +eatiyl < e ‘+|@|‘—7f—'51811+1e2|—>0 (o= 04),

|Az
p
pa moZemo staviti da je e1Az + e2Ay = pw(p), gde je 1i1%1+w(p) = 0.
p=+

Time smo dokazali da se prirastaj funkcije moze prikazati u obliku
Af(z,y) = folz,y) Az + fy (2, y) Ay + pw(p),

gde je p = /Az? + Ay? i Iirgl+w(p) =0, tj\ da je funkcija diferencijabilna u tacki
p—r
NaPoMENA. U formulaciji teoreme i njenom dokazu pod okolinom tacke M(z,y) po-
drazumevali smo konveksnu okolinu. Zatim, iz samog dokaza uo¢avamo da mozemo pret-
postaviti slabije uslove za funkciju f. Na primer, dovoljno je pretpostaviti da funkcija f
ima neprekidne parcijalne izvode fs i fy u tacki M(z,y).
Da se zaista radi samo o dovoljnim uslovima za diferencijabilnost funkcija, mozemo se

uveriti na osnovu sledeéeg primera.
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‘ \ [ s
10. Dokazati da funkcija flz,y). = (z* + y*)sin J:Q—iy? t(z,y) £ (0,0)) 1 \ { ‘».\,frif;
£(0,0) = 0 ima u okolini tacke (0, 0) prekidne parcijalne izvode fz, fy i neogranicene }
u svakoj njenoj okolini, a ipak je diferencijabilna u tacki (0,0).

Dokaz. Odredimo parcijalne izvode u tacki (0,0). Imamo

_ o f(A2,0) - £(0,0) _ Ly o B s
f:(0,0) = lim ———t—=2’ 2 = im Amsmmg}——& ( \ \?‘LQ

Az—0 Az Az—0

Koriste¢i se simetrijom funkcije f u odnosu na promenljive, dobijamo f,(0,0) = 0, pa je
tj. v

2 2y 1

- .1

Kako je p? = Az? 4+ Ay?, dobijamo w(p) = psm;z— — 0 (p = 0+). Prema tome,
funkcija f je diferencijabilna u tacki (0,0). Ako je (z,y) # (0,0), tada je

1 _ 2z B 1
I2+y2 m2+y2 I2+y2'

fo(z,y) = 2z sin

1 1
Uoti i tagaka M) —=,0) i M]/{ —=—=, 0], koji teze (0,0) kad
o¢imo nizove tacaka (% ) i (m ) oji teze (0,0) kada

n — +oo. Tada je
fo (M) = —2v2n7 = —00 (n — +00),
f=(M)) = 23/2nm + m — 400 (n — +00),
pa zakljutujemo da je funkcija (z,y) — fo(z,y) prekidna u tacki (0,0) i neogranicena u
proizvoljnoj okolini tacke (0, 0).
"Analogno vazi i za fy(z,y).

2 .
11. Dokazati da funkcija f(z,y) = Wz?:_y_ tezi nuli kada tacka (z,y) tezi ka

(0,0) duz svake prave koja prolazi kroz tacku (0,0), a da ipak ova funkcija nema
grani¢nu vrednost u tacki (0, 0).
UPUTSTVO. Primetimo da je f(z,z’)=1—=1 (z = 0).
12. Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkcije
fow) = 5L (@0 #0.0),  £0,0=0
r ’y - :E2 + yQ 7y > 3 b -
u tacki (0,0).

Rezultat. Funkcija je neprekidna ali nije diferencijabilna u tacki (0,0).
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13. Dokazati da postoji funkcija koja ima parcijalne izvode u tacki ali je prekidna
u toj tacki.

UputsTvo. Videti zadatak 2. Iz ovog primera moZemo zakljuciti da egzistencija parcijal-
nih izvoda u tacki ne implicira neprekidnost funkcije u istoj tacki.

14. Data je funkcija »~

2 4 Y8 cos ]
f(z) = { (2% + y?)>cos 1 ((m,y) % (070)),
0  ((@,9) = (0,0)).

Dokazati da funkcija f ima sledeée osobine:
. 1° Za 0 < a < 1/2 neprekidna je ali nije diferencijabilna u (0,0).
2° Za 1/2 < a < 3/2 diferencijabilna je u (0,0) ali ima neprekidne parcijalne
izvode u (0, 0).
3° Za 3/2 < « ima neprekidne parcijalné izvode u 0,0). Da li je tada diferenci-
jabilna u (0,0)?

15. Odrediti jednatinu tangentne ravni i normale povrsi

1° z=3z?+ 2y% — 11, u tacki (2,1, 3);

2° 2z =y, u tacki (3,—-4,-12).

—
Resenje. 1° Neka je jednacina povrzi data u eksplicitnom obliku, z = f(z,y). Tada
jednatina tangentne ravni i normale u tatki Mo(zo,yo, 20), gde je zo = f(zo,yo), glase
z — 20 = fz(20,y0)(¢ — zo) + fy(zo,y0)(y — yo),
Tr — X0 _ Y — Yo B Zz— 20

fz(zo,90)  fy(Zo,y0) —1

Za funkciju f(z,y) = 32242y — 11 je fo = 6z, fy =4y, paje f2(2,1) = 12, fy(2,1) =
‘4. Jednalina tangentne ravni glasi

z=3=12(x —2)+4(y—1) = 12z +4y — 2z = 25,

a normale
z—=2 y—-1_=2z-3

12 4 —1
z—3 y+4 z+12
4 =3 1

2° Rezultat. 4z — 3y + z = 12,

16. Odrediti jednacine tangentne ravni i normale povrsi
1° 222+ 22y +y? +2z+1=0,u tacki (1,-2,-3);
2° 2 +22% = 3y?, u tacki (2,-2,-2).
Resenje. 1° Ako je jednalina povrdi data u implicitnom obliku, F(z,y,z) = 0, tada
jednagine tangentne ravni i normale u tacki Mo(zo,yo, 20) (F(Mo) = 0) glase
Fo(Mo) (& — 20) + Fy(Mo)(y — yo) + F- (Mo)(z — 20) = 0,

r — I _ Y — Yo _ zZ — 20

Fo(Mo) = Fy(Mo)  Fo(Mo)’

-

<

o
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Za povrs f(z,y,2) = 202 +2zy+1y°+2+1 = 0 imamo F; = 4z+2y, Fy = 224+2y, F, = 1,
pa je u tatki Mo(1,—2,—3) : Fou(Mo) = 0, Fy(Mo) = —2, F:(Mo) = 1. Stoga, jednatina
tangentne ravni glasi

0-@=1)4(-2) (W+2)+1 (z4+3)=0= z—-2y=1,

a normale ) ;
_ y+2 _z+
a=l=0 = r/r'\\)
-2 [ ;
2° Rezultat. z 4+ 3y — 2z =0, z : :@: z +22 ‘ »

17. Dokazati da tangentne ravni povrsi v/z + /7 + vz = v/a (a > 0) odsecaju na
koordinatnim osama odsecke Cija je suma konstantna.

i
Dokaz. Neka je F((z,y,2) = T +/§ + vz —+/a =01 Mo(zo,yo, z0) proizvoljna tatka

povrii. Kako je Fy = —=, Fy = ——, F; — —=, jednalina tangentne ravni u tacki
2/z 2y 2/z

Mo (zo, yo, 20) glasi

1

m($-$0)+”'1—(?/—90)+—L—(z—zo)=l0-,

2/ 2./

tj.

—m——y—z—l‘o 0 zZo ) = U.
\/m_o+\/y_o+\/% (Vzo+ V¥ ++20) =0

Posto tacka Mo(zo, Yo, z0) pripada povrsi, onda je 1/Zo++/Jo++/20 = 1/a, pa zamenom
u poslednju jednacinu, dobijamo segmentni oblik jednaline tangentne ravni
z

T Y
! _+_ :1
A/ aZQ ’1‘ v/ ayo \/azo

Duzine odseéaka na koordinatnim osama su /azo, \/a¥yo, 1/azo, a njihova suma je

0

\/a’iE+\/afyB+\/a:\/a(\/aTo+\/ga+\/%)/Qﬁ-\/5:a, A —
Cime je dokaz zavrSen.

18. Dokazati da tangentna ravan u proizvoljnoj tacki u prvom kvadrantu povrsi
T+ Yy+ /= = ¥/a odseca na koordinatnim osama odsetke Ciji je zbir kvadratnih
korena konstantan.

19. Dokazati da tangentne ravni povrdi a(zy + yz + zz) = Tyz u tatkama preseka
ove povrii sa sferom z2 + y? + 22 = R?, odsecaju od koordinatnih osa odsecke ¢iji
je zbir konstantan.

20. Nadi du i du(1,1) ako je
2

1° u:$y+5§+zy3; 2° u:zsiny;.
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1 [é] 2 .
Resenje. 1° Kako je 7y =T 4t y°, Loy —'—% + 3zy?, imamo
Oz y? Oy Yy
ou ou 1 3 2z 2

tako da je du(l’,jg) =3dz +2dy.

21. Odrediti du i du(1,1,2) ako je

1° u=g2+22+zy+yn 20 u:%yg-i—-;--
Resenje. 1° Kako je %% pp +v, Tt s z, . y, dobijamo
Oz dy 9z .
du=?—udm—ka—udy—{—@dz:(2x+y)dm+(m+z)dy+(2z+y)dz.

Oz dy 0z
Na osnovu toga je du(1,1,2) =3 dz +3dy +5dz.

29. Data je funkcija u = 3z% =3y + 22 — 2zyz i tatka Mo(1,-1,2). OdreditZgrad
u(Mp) i nadi izvod funkcije u u tacki Mo u praveu vektora £ = (2, =2, -1).

Resenje. Polazedi od

du ou ou
e 6z — 2yz, —@ = —6y — 2zz, 5 2z — 23y,
Imamo
gradu = du i+ o i+ v k= (6z — 2y2)i + (—6y — Zzz)g-i- (2z — 221k,
Ox dy 0z J,\ 14 |
/ ¢ /\
pa je grad u(Mo) = gradu(l,—-1,2) = 10§ + 25+i]\:
Primenom formule q )\ N
£ —
— = fo - grad (M
dg Mo ‘0 gra‘ ( 0))
L 2. 24 Ll
gde je £o = l—% = §i~§j—§k, dobijamo
du 2. 24 1= 5 . = 10
— (2727 _Zk) (10i+2j+6k) = — -
at |ro (57-3 3>(7+3+) 3

2

3 2 2
23. Odrediti izvod funkcije (z,y,2) flz,y,2) = —25 + %5 + %2— u tatki M(z,y,2)
u pravcu vektora polozaja te tatke.

Resenje. Vektor polozaja tacke M(z,y,z)je = zi4y]+ 2 k. Kako je

df| _ -
L) =70 grad,

3—

i S

N

S T
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e B zf+yf+zlg _ 2z 2y 2z = ..
gdeJero_l—f,l————————\/m, gradf—-a2z+—l—ﬁj+c—2k,dobqamo
daf 22 2% 227 1 _ 2f(z,y,2)

= | — 4+ — .——) = ,
dr lm <a2 b? T2 JTE Y2+ 22 VT + Y2 + 22
pri cemu je (z,y,2) # (0,0,0).

a

\/_ b

c

s " Ty oz o
24. Nadi izvod funkcije u =1 = u tacki M( ' 7

5=

2
unutrasnje normale povrsi F' = 2—2 2 4 % —-1=0.
Cc

2z - 2y - 2z
Resenje. Kakojegradu:—-a—fi-—%j—gk,utaékiMje
2 1+ 1=+ 1%
gradu[M::—ﬁ(az E]—sz)

i neka je o vektor unutrasnje normale. Tada je fio = 7/|7|, gde je

R 2r » 2y - 2z 3
n=—gradF=—(;z+Z;y+EQ—k).

Odavde dobijamo jediniéni vektor unutrasnje normale

b s et lfplzes
g —_ BME| 4 it _ gl
lgrad F|,,
.Dakle,
é?i‘ :ﬁo-gradu’ = -
dnlm

) u pravcu

i i
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2.3. PARCIJALNI 1ZVODI SLOZENE FUNKCHE

Neka je z = f(u1,us,...,Un), gde su

= 501(1-17332;-‘-73:771% Uz = 902($17x2)'-‘7mm)5"' , Un = @n($17$2a" . 7xm)
i z1,T2,...,Tm nDezavisne promenljive. Tada su parcijalni izvodi funkcije z po
nezavisnim promenljivim 1, %2,...,Tm dati formulama
0z Oz Ou 0z Oug 0z Oun
e e e,
8231_ (9’[1,1 5.’L‘1 8U2 81171 8un 8:51
0z _ 0Oz 6u1+ 0z 8u2+ ‘ % Oz Oun
(1) 8.’132 N Bul 83?2 8UQ 6:52 8Un 6.’1:2 ’
0z _ 0Oz Ou Oz Ous e Oz Oun
8%,  Oup OTm Oug OTm, Otupn OTm

Da bi vazile formule (1), dovoljno je pretpostaviti da je funkcija f diferencija-
bilna kao funkcija n promenljivih, a funkcue 01,92, ., Pn iMmaju parcualne izvode
po svim nezavisno promenljivim Z1,Z2,...,Tm- U ovom odeljku primeniva¢emo
formule (1).

0z

1. Nacx— 5——akogez—f(u,v)iu:a:2—y2,v:e”

Resenje. Ovo je specijalan slucaj formula (1), tj.

8z Oz Ou Oz ?3 8z Oz Ou 0z Ov

—6—x:—6_ué)z+5;6m’ 0y 6u6y+8v6y'

Kako je g—: = 24, —g—z = ye™Y, % = -2y, g—; = ze®¥, imamo
0z _ 0Oz 0z v 0z Oz 0z
=== 9% yev, 22 = ZZ.(-2y)+ 5 -we™.
9z ou 2z + g ¥° dy Ou y) + gv *°

.. 0z 0Oz o _— Y
2. Nac1%,—gakOJez—f(u)lu—xy+z.

Resenje. Imamo

0z df Ou _ . y 0z _ df au_ ' 1
e duaz"f(“)@—;?)’ By du 3y HOICERE

3. Nadi % akojeu = f(z,y,2) iz=t"+1,y=Int, z = tgt.
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Resenje. Primenom formula (1) imamo

du _0fde  O0fdy 0fdz_0f ,  0f 1 0f 1
dt _ Oz dt Oy i T8 d or 2t+6y t T8 costt

4. Proveriti da li funkcija f(z,y,2) = F(i—y T2+t + zz> zadovoljava jednacinu

/ of . of of
9, 9 o2 9] 2 29 _
(1) a(y® +2%) - —yle” +29) 3 2" —y) 5, =0
gde je F(u,v) proizvoljna diferencijabilna funkcija.

Resenje. Neka je f(z,v,2) = F(u,v), gde je u = zy/z,v = 2 +y? + 22 Ta_,da je
of _ OF du oF dv E)F.‘y_{_aF

@) ol il mi Al M

df OF Ou OF v _OF =z  OF
(3) —@-—Buaer@v@y_@u z+8v 2y,

0f _OF ou  OF dv _OF (_wyy  OF
(@) . 8z~ Ou az+6v 8z = Ou < z2>+81} 2z

Ako (2), (3) i (4) zamenimo u izrazu na levoj strani jednacine (1), posle sredivanja
dobijamo da je taj izraz identicki jednak nuli. '

,. Ou . Ou : .. :
5. Nadi 5:—] i 52, ako je u = f(z1,z2,%3,%4), Pri Cemu je

Z3 :g(xlaxQ)av T4 = h(El,fEQ-,.’Fg).
Resenje. Imamo

ou _ Of | 0f 0vs  Of Ozs
a.’m (9.'171 6233 5231 6564 81131

i ﬁﬁz(ﬂ+ﬁfz;“ﬂ> LK A
Oz, axgbﬁm Oz,  Ozs 01 / '”":—
af  af Yoy (8h 8h dg T8y
=97 Ay )
Oz 8z746x4 Ozy Ozs Oz rb%
Analo lazi ﬂ J; /&/ — +
gno se nalazi . ¢ / .
8oz e
6. Naéid-zakojez:E iz=-el y=Int
di y
dz 1, =1
Rezultat. P " e 5L

7. Akojeu = f(z,y) iz = p<coz(p + tgtp), Yy = <Coi(p - tg;p), dokazati

jednakost
ouY _costp (Bu\'_  ou ou
dp p?2 \0p) Oz 9y’
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8. Akojeu = F(z*+y +z) gdejez:pcosgocosﬁ,y:ps’mgocos@,z:psin(}’a,

du /
dokazati daJe = 0, 66 =0. . 4 —

9. Akojetw f (t) diferencijabilna funkcija, prover1t1 da li funkcije (z,y) = 2,
date pomocu

2 2= f(VERty), 2 z=yf@@-¢"), ¥ Zny(?%)

zadovoljavaju redom sledece parcijalne diferencijalne jednacine:

0z 0z , 10z 10z _ 2 5 51‘(- 0z
= 2 + - =—, 3. 2eo— +yay—2z.

1 gL =0
Yoz m@y ’ Tor yOy v Oz

10. 'Naéﬂ resenje z = z(z,y) jednacine % = z2 + 2y koje zadovoljava uslov
zlm, %) =L
} Resenje. Ako datu jednatinu integralimo po promenljivoj ¥, tj.

l 0z

g V= /(ﬂc2 +2y) dy + ¢(2),
dobijamo é/\
‘ 2 2 } ‘ t /1 l“
(1) z(z,y) =2y +y ++sﬂ($) Y

gdej Je <,o proxzvoljna diferencijabilna funkcqa nezavisno promenljlve z. Sada imamo z(z, T )
=% .22+ (z?) 2 +(z), a podto je z(z,z =1, dobijamo 2z*+¢(z) = 1, tJ. plz) =1- 2z*,
Zamenom ¢(z) u (1), nalazimo

2(z,y) = y+y’ - 2% + 1.

2

11. Data je funkcija f(z,y) = ﬁjﬁ (z,y) # (0,0) i f(0,0) = 0, gde je
z=t y=t .
Dokazati da ova funkcija nije diferencij abilna u tacki (0,0) i da postoje parcijalni
. af of
izvodi , _ali da ne vazi formula
dx 6y
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2.4. PARCIJALNI IZVODI I DIFERENCIJALI VISEG REDA

1. Nadéi parcijalne izvode drugog reda sledeéih funkcija:

1°  z==z%+2y? + zsiny;
2° z=e"Y;
3° u = z cosy + sin(zz).

Resenje. 1° Imamo po definiciji:

Zam = —g% = %(g—;) = %(3x2+y2+siny) = bx;

b -66:—;3/ = (%(%) = %(3z2+y2+siny) = 2y + cos y;
v = 8_6;6%3_ = C%(Z—Z) = %(Zzy—{—zcosy) =2y+cosy;
Ziyy = g;; = 5%(3—;) = (%(Qxy-}-zcosy) =2z —zsiny.

Primetimo da je zzy = zyz za svako (z,y) € R?.

1 1 _ —z
2° = ¢ /¥ Zzy:‘_2<l_g)€ /v zyy:%<£—2>e /v,
Yy ) Y y°\y
3° gy = —2°sin(22), Upy = Uye = —SinY,

Upr = Uz = COS(T2) — T28IN(T2), Uyy — TCOSY, Uy: = Usy = 0,

Uge = —2° sin(zz).

2. Nagi: 1° dzz(l, g) ako je z = z sin(zy);
2°  d%u(1,-1,0) ako je u = zy?e®*.

Resenje. 1° Kako je

1%

)

, Ly

. T
Zee = 2y cos(zy) — zy’ sin(zy), Zoe (1, 5) = —

oy B

Zey = 2z cos(zy) — zysin(z, y), zrf (1, %) =—
Zyy = -—ma sin(zy), Zyy (1: _72[) = —17
imamo
2 ™ ™ 2 _TE Z 2
d z(l, E) = zhel{ I 2)dgc + 220y (1, 2>dxdy+zyy(1, 2>dy
2
= —% dz?® — 7 dzdy — dy’.
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2° Koriste¢i se parcijalnim izvodima drugog reda
Usz = Y2 (2 4 22)€”, Uy = 2y (1 + z2)e"7,

2 2 3,2 az
Usz = Y (2 + 22)e™", wuyy =227, wuy. = 2r°ye™, w., =z’y’e”

i formulom

d’*u = u'm,;dx2 + Uyydy® + u..d2® + 2yzydzdy + 2uy.dydz + 2us.dzdz,

nalazimo

Cd?u(1,-1,0) = ues (1, —1,0) dz® + uyy (1, —1,0) dy?® + u. (1, —1,0) d2?
+ 2ugy (1,-1,0) dedy + 2uy: (1, —1,0) dydz + 2uq. (1, —1,0) dzdz
2dy® + dz® — 4dedy — 4dydz + 4 dzdz.

3. 1° Neka je z = 2(u,v) i u = ze¥, v = ze~¥. Dokazati jednakost

2 2 )
T Zpe — B2y + Zyy = 22y = U Z0).

2° Dokazati da funkcija z = z(u,v), gde je u = z%/y, v = y?/z, zadovoljava

jednadinu
2 2 2 2
T 20 — Y 2y = (U Zyy — U Zyy).
Resenje. 1° Podimo od jednakosti z; = 24tz + 2,0z, tj. od
(1 : Zz = zue¥ + zye” Y.

Odavde je

Tap = 5% % = 6% (zu€? + zye7¥) = (8—8; z#)ey + (% zv')eﬂy-

Ovde je vazno primetiti da parcijalni izvodi z, i 2, zavise od promenljivih » i v, pri

Cemu su u i v funkcije nezavisno promenljivih z iy, pa izvode 3z 2 1 3z 2 trazimo kao
z 7

parcijalne izvode slozene funkcije. Dakle, imamo

B (6zu ou Oz 61}) vy (6% Ou Oz 8v>6_y

5y 0z " By 95)¢ "\ ou bz Bw 0

= (zuue® + 2zuve”Y)e¥ 4 (zoue? + zoe V)e 7Y,
tj.
(2) Zex — Zuuezy + 2zu-u + Zu-ue—zy,

sa pretpostavkom da je zyy = zZyu.

|+

 S—
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oz~ 8y’ By Oz

Na slican nacin dobijamo z,, :

2y = Zuty + 290y = zyze? — zyre Y,

—_ ; — Y Y

Ryy = ™ Zy = Y (zua:e zZyre )
= _é v _f v _ _E Y e ___.E -y
=i (6y zu>:ne + zZuZ . e ( 5 zv)xe ZyT By (e™)

_ (92 Ou | Oz Ovy y_ (02 Ou | Oz Ouy _, .
—(ﬁu Oy ov By)ze + Bpde (6u oy T ov 5;)336 —zz (=1e

= (Zuuze? — zuyze ¥)ze¥ 4 2z, z6Y — (zouze? — zyuze ™) ze Y + zyze Y.

Prema tome,

2 2 2 2 -2 e
(3) Zyy = Zua® €Y — 22u,T" 4 zypr’e T + zuze¥ + zyze V.
Zamenom (1), (2) i (3) u izraz z°z;0 — 2. + 2,y dobijamo da je

2, 2 2
T Zee — T2z + 2yy = 2 (U Zuu + 07 240).

4. Neka je z = p(u,v), u = f(z,y), v = g(z,y), tako da su zadovoljeni uslovi

Py Gy On —@. Dokazati jednakosti:

—

|
0%u N 8%u . 8%z " 8%v %
0z? = Oy? 0z ' 9y2

o %0 0% [ 0u\? Ov\ 2 0%p 0%
2 %7+a_gﬂ“<<a_x>+(%>>'<@+"aﬁ>'

2 2 2
5. Odrediti funkciju F(r) iz jednakosti F(r) = gﬁ gy’j gz

dva puta diferencijabilna funkcija i r = /22 4+ y2 + 22. Da li moze da se odredi
funkcija f tako da je F(r) =07

Resenje. Podimo od parcijalnog izvoda prvog reda

Ou _df Or _ z ()

Ef—a“rax-f(r)-\/zuyuzz o

Izvod drugog reda uz, jednak je

5= 5 (5) = e (Fe) - 2 (L0, L2,
:dg<_f_u) o f) _rf'(r) = £(r) /

_ ) = 1)

o+
r3
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Kako je funkcija (z,y,z) — r simetri¢na u odnosu na promenljive z,y, z, imamo

2 " ! / 4T 1 ! !
PV_rf 0= 1) S0 Bl £ e S

y? r3. r 022 rd r

" Zamenom nadenih parcijalnih izvoda drugog reda u F(r), dobijamo

I

”}m _rfn) - 1) (m2+yz+zz)+3f’_yl

1 - ; ! !
:Tf (T)S f(r)r2+3f('r):fll(r)+2f(r)
7 T r
Jednatina F(r) = 0 svodi se na diferencijalnu jednaginu f"(r) + 2 iér_) = 0, cije je
opéte resenje f(r) = —% +C2 (C1,C2 €R).

6. Naéi najopstiju funkciju u = u(r), gde je r = /22 +y?, koja zadovoljava
jednacinu

v O%u du

522 Oy:  z4y?

Rezultat. u(r) = Cir? + Car™? (CI’W € R). \H_L

7. Naéi opéte resenje z = z(z,y) parcijalne diferencijalne jednacine Ero 2, a

ye)

zatim izdvojiti ono regenje koje zadovoljava uslove z(z,0) = 1, zy(z,0) =&

Resenje. Integracijom date jednaine po y dobijamo gﬁ = 2y + ¢(z). Jos jednom inte-
Y

gracijom po y imamo

2(z,y) = ¥ + yp(e) +¥(z),
gde su ¢, ¢ proizvoljne diferencijabilne funkcije nezavisno promenljive z. Prema tome,
dobili smo opéte resenje date parcijalne jednagine. Izdvojimo ono reSenje koje zadovoljava
date uslove.

Kako je % = 2,(z,0) = p(z), iz uslova z,(z,0) = = dobijamo da je p(z) = z.
Y ly=0
Sligno tome, imamo z(z,0) = ¥(z) i potetni uslov z(z,0) = 1, sto znaci da je P(z) = 1.
Na taj natin dobili smo resenje parcijalne jednacine

2(z,y) = y° +zy +1,

koje zadovoljava date uslove.

2

8. Nadi opste resenje z = z(z,y) parcijalne diferencijalne jednacine 62:82; =z+y,
2

a zatim izdvojiti ono resenje koje zadovoljava uslove z(z,0) = z, 2(0,y) = y°.

: e 1 ; ; :
@ Opste redenje je z(z,y) = = zy(z +y) + (z) + ¢(y). Redenje koje zadovoljava

. 1
date uslove je z(z,y) = 52y (z+y)+z+y°

Loy
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9. Dati primer funkcije (z,v) — f(z,y) takve da je fay(z,y) = fyz(z,y) za svako
(z,y) € R?, ali da ima prekidan meoviti izvod (z,y) — fay(2, ).

Resenje. Neka je f(z,y) = (¢* + y*) (In(z® + y?) - 1), (z,y) #(0,0) if(0,0) = 0.
Tada je _ j,\

Forl@,v) = fue@V) = Trpey (@ 1)#(0,0),

’ fﬁy(()vO) = fyz(o,o) =0,

Jasno je da je funkcija (z,y) — fzy(,y) prekidna u tagki (0,0).
1z ovog primera zakljuéujemo da je neprekidnost meSovitih izvoda (z,y) = fey(z,y) i
(z,y) — fyz(z,y) utacki (zo, yo) dovoljan uslov da vazi jednakost fay (2o, yo) = fye(Zo0,Yy0),

ali nije potreban.
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2.5. EKSTREMUMI FUNKCIJA VISE PROMENLJIVIH

1. Odrediti lokalne ekstremume sledeéih funkcija:
1° z=(z+1y)® - 3zy? — 60y; 2° z=2a?—zy+y?—2z—2y.

Resenje. 1° Odredimo prve parcijalne izvode. Imamo
ze =3z +y)? —3y°, 2z =3(z+y)° —6zy — 60.

Stacionarne tactke odredujemo iz sistema z; = 0, z, = 0, tj.
(1) 3(z+y)*-32=0, (2) 3(z+y)?—6zy—60=0.

Iz jednatine (1) dobijamo z +y = %y, tj. z =0ili z = —2y. Za = = 0 iz jednacine (2)
nalazimo y = #2+/5. Dakle, imamo dve stacionarne tacke M;,2(0, £5). :

Za z = —2y jednatina (2) daje y = %2, tako da je z = F4, §to znaci da imamo jos dve
stacionarne tatke, M3/4(£4, F2).

Da bismo ispitali prirodu stacionarnih tacaka, podimo od drugih parcijalnih izvoda:
Zee = 6(T +y), 22y = 62, zyy = 6y.

U tacki M, (0,2+/5) imamo

A= 20(My) =12V5 >0, B=z2,M)=0, C=zy(M)=12V5.

Kako je A > 01 AC — B* = 720 > 0, u tagki M; funkcija ima lokalni minimum
Zmin = “80\/5
Za tatku M2(0,—2v/5) je

A= 2ga(M3) = =12V5, B =25(M3) =0, C = z,5(Ms) = —12V5.

Posto je A < 01 AC — B? =720 > 0, u tacki M, imamo lokalni maksimum zmqz = 80v/5.

Za tatke My/s(£4, F2) je A = £2, B = £24, C = F12. Kako jeAC — B® = —600 < 0,
u ovim tatkama nemamo lokalne ekstremume, §to znaci da su Mj,4 sedlaste tacke.

2° U tacki (2,2) je Zmin = —4.

2. Odrediti lokalne ekstremume slede¢ih funkcija:
1° z = (z + 2y + 3zy)e~ (=+2);
2° z=(bz+ Ty — 25)6(_$2+W+y2);
3° z =2z — 2y +In(2z — 2% — y?).

Resenje. 1° Stacionarne tatke odredujemo iz sistema:

2o = (1 —z 4y — 3zy)e” ¥ =0,

zy=02+z—4y — 6ry)e” ") = 0.

S obzirom da je e”®*2) > 0, ovaj sistem se svodi na
(1) 1-z+y—3zy=0, (2) 2+4+z—4y—6zy=0.



