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... Defisisija 2 Funkeije y1 (), 122 YalT) definisane na intervalu I s, finearno savisne 1a.1, ako postoje

Napomena: U materijalu koji sledi date su samo definicije, iskazi teorema i algoritama a izostauljent su primert

i dokazi teorema koji su radjeni na fasovima predavanja.
{Literatura: M. Merkle: " Matematitks analiza: teorija i hiljadu zadataks” )

Linearne dif. j-ne viseg reda’

Definicija 1 Dif. jua oblika g+ Al + -i—f,,_,(.xﬁ')',r/" pe f,},;”"(';k')':y = [(r} juste lucarua dik

j-na n-tog reda.
Podrazumevamo: fi{x) i F (x) def. 1 neprekidne na posmatranorl intervalu L
Akoje F(r)=0 homogena jednacina

Ako je F(x) #0  uchomogena jednatina

Akosu filz) ¢ =1,2,..1 konstante jednaéina je sa konstantnim koeficijentima (u

protivnom sa funkcionalnim).

Linearna, homogena dif. j-na
?(ﬂ) b f}_(z)y(ﬂ—i) ... +fn_1(;£)yl + fn(vL_)E = 0

" oznafimo sa Lely)

y=20]je jednio reSenje (trivijalno resenje).

Takodje se vidi:
- ako su yi(z) i yo(z) relenja tada jei cayfz) + cayale)
uopitava na proizvoljan broj resenja.

" takodje refenje date dif. jone. Ovo se lako

Kako odrediti opste resenje j-ne L(y) = 0?

rstante B ka, ok, takve da k% + k3 + KL A0 da je

T o € 1) k() + kaya(z) + o Eada(@) =0

U protivnom su linearno nezavisne.

" Definicija 3 Neka su y1(z), y2(z), ...y () refenja jednadine L*(y) =0.

yi(z) ya{x) e Yl)
y,(x) ial 1) o Yl R
Determinanta Wy y2. - Yni ) = : . : ' naziva se determinanta Vronskog
| . n—i ‘ fpe | ; . . n—1} .
v ) s M) e oy () )

(Vronskijan).

Teorema 1 Neka su yi (), ya(x), ...ynlz) redenja jednacine L (y)=0.
Tada jeili 1) (Ve DW(n, ya. otk F0
i f-je (), yalo). . tnlr) su linearno nezavisue
il 2) vz € DW(y, v Unsky =0 _
i f-je ya(x), yalz), ...yn{z) su linearno zavisne.

1



E R e . o o ‘ "
Napomena: u sluéaju n = 2, linearna nezavisnost se svodi na L # Const..
Y2

Teorema 2

Akosu yi(z), ya(x),. Jn(.l,') reSenja jednadine L“(y) =0 i akosu funls.cz]e v (), ya (), . yalx) linearno
nezavisne - tada je opite refenje date j-ne y = cryi () + caip (L) + ... + r,,t:;“( ) (¢; - lx.ozlstcmte} :

Linearna, homogena d.j. drugog reda:y +plz)y +

Teorerna 3(ana£ova forrrmfa )
Ako je yl( ) jedno netrivijaliuo parhkuiamn refienje linearne dif. j-ne
y +p(~t)y +q(x )J = 0 tada je | 1
(z) = w1 2) f e e
yi(z) ;

takodje partikularno refenje date jedualine, lincarno nezavisno od yy.

(Dokaz’ ) .

Llnearna nehomogena Jednacma'
y“‘) + @YY+ 4 faa(@)y fn(fr)y F(z)

"

o&na.umo sa L™ (y)
o U sluca;u n =2, snizavanje reda pomoéu jednog pa.rtxkula.rnog resenja dovodl do linearne aehomooene

jednaéine prvorr reda _ _ .

® Teorema 4 Neka je yn opéte redenje homogene j-ne L™(y) =
‘nehomogen’e jie L*(y) = F(z). Tada je opite redenje nehomogene jednacine L™{(y)
y—-yh+yp i o

i Yp jedne partikniafno resenje

= F(:::) dato sa

(Dokaz nepomedno se proveram da j Je J‘.'J"(y,‘L + yp) = L""(yh) -}— L“(yp) =0 + F(a:) = F(m) )

') Metod varijacije konstanti n

Teorema & : o - .
Neka je yn ».—._:clyl.(:r) + v+ Crya(z) opite redenje homogene j-ne L™(y) = 0.

T du(@)va(z)]

Tada je opéte redenje nehomogene j-ue L™(y) = F(z) datosajy = di(z Yyi(z) + .

gde su dyilz),ds(x), ... dn{z) funkeije &iji se izvodi nalaze res‘sava.njem sisteina jednadina
&, (2)pa () +dy(@ya(2) +..-+ d,(@)yn(®) = 0 |
d,(z)yy (@) + dy(@)ya(@) + -« + d(2)y,(z) =

d,(2)y" (@) +d @@+t (@) (@) = F(2)

a zatim se same funkcije 'dy(z), da (), - - - dn(z) nalaze integracijom.

2
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Linéax__'na dif. J-na sa kon.stantnim koeficijentima

e Homogena j-na.: y™ + piy™ 4+ ... + D1y Fopay = 0 (%) {p; - konstante}

Trazi se partikularno redenje u obliku y = e**.

Zamenom u jednacinu dobijamo: e*®(A™ + A 4.+ Pai A ”f" Pn) =0
Definicija 4 Algebarska jednadina A™ + p1A™ 4. .. + PnoaA + pn- 0 zove so
karakteristicna jednacina dif. j-ne (#).

Karakteristitna jednaéina ima 7 korena i svakom korenu odgovara po 1 partikularno redenje. po

sledecim pravilhna (1) - 4)) -
Svakom realnom Jednoatr ukomn korenu A odgovara jedno partikularno refenje: yp = =

2) Svakom realnom korenu A reda k > 1 odgovara k partilularnib reSenja:
A pR—tgA
e, ze ®, ... e, 0,
3} Svakorn paru kompleksnih jednostrukih korena a & 18 odgovaraju partikularna reSenja
e*FepsBzr | e sinfx
4)  Svakom paru kompleksuih korena o &= 18 reda k > 1 odgovara 2k partikularnih resenja
e*®dosfBzr, ze®Fcosfr, ... T e* cosfz
- e*sinBz, ze*sinfT, ... T e sinfz
- Primenom pravila 1) -4) na sve korene karakteristi¢ne _]ednacme, dobija se skup od ukupno

n linearno nezavisnih redenja y1, Y2, ... yn d.j. pa je opste redenje homogene d.j.

yn = a1y1(z) + coye(z) + ... Cnyn(ﬂﬂ)-

¢ Nehomogena jednacina sa konstantnim koeficijentima

™+ Py + -.-_—l-pn_ly' + Py = F(:ﬂ)

Resavan]e nehomogene j-me. sasto 31 se iz dva. Lora.ka.

1. korak : Redi se homocrena. Jednacma ( . odredl se yh)

2. korak : -
Odredjuje se opéte resenje nehonmrrene j-ne metodom Va,ugaujt konstanti (1\;&.1\(1 je opisauo 1 teorend -

3). _
Napomena: ako je fun!»cz;a F(.L ) specijulnog oblika moze se jednostavnijim postupkom poznatim kao
metod neodredjenih koeficijenata odrediti partikularno redenje (yp ) nehomogeue j-ue. pa je

tada (na osnovu tecreme 4) ¥ = Yr + Yp-

Metod neodredjenih koeficijenata

Sastoji se u tome da se partikularno redenje nebomogene j-ne pretpostavi u obliku koji je slicau ubliku
f-je F'(x), ali sa neodredjenim koeficijentima koji se odredjuju zamenom u dif. j-uu. Kada se ovako llctdjt‘

partikularno resenje ¥, onda je (prema teoremi 4) opéte resenje Y + Up-
i 2.

Ovaj metod se primenjuje samo u slucaju kada je funkeija F(x) oblika 1. ili 2.:

L LF(I) = e*®P,.(x)| (Pmn(z) je polinom stepena m)

Razlikujemo sledeca dva sluéaja:




1.1 Ako « nije koren karakteristine jednagine, tada je y, = e**Qm(x).

1.2 Ako je e koren reda k (k > 1) karvakteristine jednaéine, tada je y, = x*e**Q..(z).
[Qoeficijenti polinoma Qm(x) nalaze se zamenom u nehomogenu dif. j-nu, wetodow neodredjenih

kocficijenata.

2. F(:r:) = e“"‘”'(}f"‘,'111 (2)cosBz + P, (x)sinbz)

Razliknjemo sledeéa dva sluéaja:

2.1 Ako a * i3 nije koren karakteristi¢ne jednagine, tada je
Yo = e**(Qun(z)cosfa + Rm(z)sinfz) (

gde su Qm(x)y Ren(z) polinomi stepena m = max(mi, ma).
2.2 Ako je & % i koren reda k (k > 1) karakteristicne jednacine, tada je
Yp = Te*(Qum()cosfz + Ro(c)sinz)

gde su Quu(x), Ryn(z) polinomi stepena m = maz(mi, ma).
Kocfcijenti polincina Qm(z), Rm(2) nalaze se zamenom u nehomogenu dif. j-nu, metodom neo-
dredjenih koeficijenata.
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